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Λύσεις

Οµάδα Θεµάτων Α

1. Να χρησιµοποιήσετε Μαθηµατική Επαγωγή, για να αποδείξετε ότι

n∑
i=1

(i + 1)(i + 2) =
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

3
− 2.

Απάντηση Στην απάντηση πρέπει να υπάρχουν ξεκάθαρα τα τρια στάδια της µεθόδου.
Βασικό Βήµα. Ελέγχουµε αν η πρόταση είναι αληθής για n = 1. Το άθροισµα έχει έναν
µόνο όρο, για n = 1. ΄Ετσι (1 + 1)(1 + 2) = 2 · 3 ενώ (2 · 3 · 4)/3− 2 = 8− 2 = 6, άρα η
πρόταση ισχύει για n = 1.
Επαγωγική Υπόθεση για n = k. Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για n = k (όπου
k ≥ 1). ∆ηλαδή δεχόµαστε ότι

k∑
i=1

(i + 1)(i + 2) =
(k + 1)(k + 2)(k + 3)

3
− 2. (∗)

Επαγωγικό Βήµα (Απόδειξη για n = k + 1). Πρέπει να αποδείξουµε ότι

k+1∑
i=1

(i + 1)(i + 2) =
(k + 2)(k + 3)(k + 4)

3
− 2.

Προσοχή: ∆ΕΝ ξεκινάµε από την ισότητα που ϑέλουµε να αποδείξουµε, γιατί αυτό πολλές
ϕορές οδηγεί σε πρωθύστερα. Ξεκινάµε από το άθροισµα και εντοπίζουµε πως µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση της επαγωγής.

k+1∑
i=1

(i + 1)(i + 2) =
k∑

i=1

(i + 1)(i + 2) + (k + 2)(k + 3).

Χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση (ϐλ. (*) ), συµπεραίνουµε ότι το αρχικό άθροι-
σµα είναι ίσο µε (

(k + 1)(k + 2)(k + 3)

3
− 2

)
+ (k + 2)(k + 3).

Κάνοντας τις πράξεις και ϐγάζοντας κοινό παράγοντα το (k + 2)(k + 3), συµπεραίνουµε
ότι το αρχικό άθροισµα ισούται µε(

(k + 1)(k + 2)(k + 3)

3
+ (k + 2)(k + 3)

)
−2 =

(k + 1)(k + 2)(k + 3) + 3(k + 2)(k + 3)

3
−2

=
(k + 2)(k + 3)((k + 1) + 3)

3
− 2 =

(k + 2)(k + 3)(k + 4)

3
− 2

και το Ϲητούµενο αποδείχθηκε για n = k + 1. Εποµένως, σύµφωνα µε την Μαθηµατική
Επαγωγή, η Πρόταση ισχύει για όλα τα n ≥ 1.
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Το αντίστοιχο ϑέµα της οµάδας Β Ϲητούσε την απόδειξη της ισότητας
n∏

i=1

(
1− 1

(i + 1)2

)
=

(n + 2)

2(n + 1)
.

Επαγωγικό ϐήµα. Το γινόµενο έχει µόνο έναν όρο, για n = 1 και 1 − 1/(1 + 1)2 = 3/4
ενώ (1 + 2)/2(1 + 1) = 3/4, άρα η πρόταση ισχύει για n = 1.
Επαγωγική Υπόθεση για n = k. Υποθέτουµε ότι για n = k (όπου k ≥ 1) η πρόταση είναι
αληθής, δηλ. ισχύει ότι

k∏
i=1

(
1− 1

(i + 1)2

)
=

(k + 2)

2(k + 1)
. (∗∗)

Απόδειξη για n = k + 1. Πρέπει να αποδείξουµε ότι
k+1∏
i=1

(
1− 1

(i + 1)2

)
=

(k + 3)

2(k + 2)
.

Πράγµατι :
k+1∏
i=1

(
1− 1

(i + 1)2

)
=

k∏
i=1

(
1− 1

(i + 1)2

)(
1− 1

(k + 2)2

)
.

Χρησιµοποιώντας την επαγωγική υπόθεση (ϐλ. (**) ), συµπεραίνουµε ότι το αρχικό γινό-
µενο είναι ίσο µε

(k + 2)

2(k + 1)

(
(k + 2)2 − 1

(k + 2)2

)
=

1

2(k + 1)

(k2 + 4k + 3)

(k + 2)
=

1

2(k + 1)

(k + 1)(k + 3)

(k + 2)
=

(k + 3)

2(k + 2)
.

Συνεπώς, η πρόταση είναι αληθής, για n = k + 1. Σύµφωνα µε την Μαθηµατική Επα-
γωγή, η πρόταση ισχύει για όλα τα n ≥ 1.

2. ΄Εστω R η παρακάτω σχέση στο σύνολο Z× Z20:

(m, n̄)R(a, b̄)⇔ n ≡ b mod 5.

Να αποδείξετε ότι η R είναι καλά ορισµένη.

Απάντηση Ο τρόπος που γράφουµε τα στοιχεία του Z× Z20 δεν είναι µοναδικός :

(m, n̄) = (m, n̄′) αν και µόνο αν n ≡ n′ mod 20.

Θέλουµε, λοιπόν, να δείξουµε ότι η σχέση R είναι ανεξάρτητη της επιλογής του αντιπρο-
σώπου. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι αν (m, n̄) = (m, n̄′) και (m, n̄)R(a, b̄), τότε (m, n̄′)R(a, b̄)
(δηλ. n′ ≡ a mod 5). Πράγµατι

n ≡ n′ mod 20⇒ n = n′ + 20k και n ≡ a mod 5⇒ n = a + 5t.

Τότε, όµως,

n′ = n− 20k = (a + 5t)− 20k = a + 5(t− 4k)⇒ n′ ≡ a mod 5⇒ (m, n̄′)R(a, b̄).

Οµοίως, αν (a, b̄) = (a, b̄′) και (m, n̄)R(a, b̄), προκύπτει ότι (m, n̄)R(a, b̄′), αφού

b = b′ + 20f, n = b + 5g ⇒ n = b′ + 5(4f + g)⇒ (m, n̄)R(a, b̄′).

΄Αρα η R είναι ανεξάρτητη της επιλογής αντιπροσώπων και είναι καλά ορισµένη.
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3. ΄Εστω R η σχέση του προηγούµενου ερωτήµατος. Να αποδείξετε ότι η R είναι σχέση
ισοδυναµίας, να ϐρείτε πόσες κλάσεις ισοδυναµίας υπάρχουν και να γράψετε από δύο
αντιπροσώπους για κάθε κλάση ισοδυναµίας.

Απάντηση

Αντανακλασιστική Ιδιότητα: αφού n ≡ n mod 5, προκύπτει ότι (m, n̄)R(m, n̄).
Συµµετρική Ιδιότητα: ΄Εστω ότι (m, n̄)R(a, b̄). Αφού n ≡ b mod 5 και άρα b ≡ n mod 5
προκύπτει ότι
Προσεταιριστική Ιδιότητα: ΄Εστω ότι (m, n̄)R(a, b̄) και ότι (a, b̄)R(f, ḡ). Τότε n ≡ b mod 5
και b ≡ g mod 5. Εποµένως n ≡ g mod 5 και (m, n̄)R(f, ḡ).
Αν (m, n̄) ∈ Z × Z20, τότε η δεύτερη συντεταγµένη n̄ ανήκει σε ένα από τα παρακάτω
υποσύνολα του Z20:

A1 = {5n : n ∈ Z} = {0̄, 5̄, 1̄0, 1̄5},
A2 = {5n + 1 : n ∈ Z} = {1̄, 6̄, 1̄1, 1̄6},
A3 = {5n + 2 : n ∈ Z} = {2̄, 7̄, 1̄2, 1̄7}
A4 = {5n + 3 : n ∈ Z} = {3̄, 8̄, 1̄3, 1̄8},
A5 = {5n + 4 : n ∈ Z} = {4̄, 9̄, 1̄4, 1̄9}.

Οι κλάσεις ισοδυναµίας για τη σχέση R είναι οι :
[(0, 0̄)] = [(1, 5̄)] = {(m,n) : m ∈ Z, n̄ ∈ A1}.
[(0, 1̄)] = [(155, 6̄)] = {(m,n) : m ∈ Z, n̄ ∈ A2}.
[(0, 2̄)] = [(−129, 7̄)] = {(m,n) : m ∈ Z, n̄ ∈ A3}.
[(0, 3̄)] = [(1000, 8̄)] = {(m,n) : m ∈ Z, n̄ ∈ A4}.
[(0, 4̄)] = [(0, 9̄)] = {(m,n) : m ∈ Z, n̄ ∈ A5}.

4. Να αποδείξετε ότι
√

18 είναι άρρητος.

Απάντηση ΄Εστω ότι
√

18 =
a

b
. ∆ιαιρώντας τον αριθµητή a και παρανοµαστή b του

κλάσµατος µε τον µέγιστο κοινό διαιρέτη (a, b), µπορούµε να υποθέσουµε ότι
√

18 =
m

n
,

όπου (m,n) = 1. ΄Ετσι
√

18n = m και 18n2 = m2. ΄Οµως, n 6= 1 αφού
√

18 /∈ Z. ΄Αρα
ο n έχει έναν πρώτο διαιρέτη p. Εποµένως ο p διαιρεί τον m2 και αφού ο pείναι πρώτος,
συµπεραίνουµε ότι ο p διαιρεί τον m. ΄Αρα p|(m,n) = 1 και αυτό µας οδηγεί σε άτοπο.
Εποµένως ο

√
18 είναι άρρητος.

Εναλλακτικά, παρατηρούµε ότι 18n2 = 2 · 9n2 είναι άρτιος ακέραιος, δηλ. ο m2 είναι
άρτιος και εποµένως ο m είναι άρτιος, άρα m = 2k και 2 · 9n2 = 4k2. Εποµένως,
9n2 = 2k2, δηλ. ο n2 και κατά συνέπεια ο n είναι άρτιος, άρα 2|(m,n) = 1 και αυτό µας
οδηγεί σε άτοπο.

Προσοχή: ∆ΕΝ καταλήγουµε σε άτοπο και η απόδειξη δεν είναι ολοκληρωµένη,
αν προσπαθήσουµε να επιχειρηµατολογήσουµε χρησιµοποιώντας ότι αφού 3|18n2, το 3
πρέπει να διαιρεί και το m2 (δοκιµάστε το).

Προσοχή: ∆ΕΝ είναι σωστό να γράψουµε 18|m2 ⇒ 18|m. Για παράδειγµα 18|62,
όµως το 18 δεν διαιρεί το 6.

5. Να αποδείξετε ότι 15(a, b) = (15a, 15b), για a, b ∈ N.

Απάντηση ΄Εστω d = (a, b) και D = (15a, 15b). Θα αποδείξουµε ότι 15d = D. Πράγµατι,
αφού d|a και d|b, συµπεραίνουµε ότι 15d|15a και 15d|15b. ΄Αρα d|(15a, 15b). Αντίστροφα,
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από το Θεώρηµα του Bezout γνωρίζουµε ότι υπάρχουν x, y ∈ Z τέτοια ώστε ax+ by = d.
Εποµένως 15ax+ 15by = 15d και αφού D|15a, D|15b, συµπεραίνουµε ότι D|15d. Αφού,
λοιπόν, 15d|D και D|15d, συµπεραίνουµε ότι 15d = D.

6. Να αποδείξετε ότι υπάρχει µοναδικό q ∈ N, τέτοιο ώστε 8100 = 11q + 1. Στη συνέχεια να
ελέγξετε αν υπάρχει p ∈ N, τέτοιο ώστε 8100 = 11p + 7.

Απάντηση Σύµφωνα µε το Μικρό Θεώρηµα του Fermat, για p = 11 (και αφού (8, 11) =
1), 810 ≡ 1 mod 11. Εποµένως 8100 = (810)10 ≡ 1 mod 11. ΄Αρα υπάρχει q ∈ Z, τέτοιο
ώστε 8100 = 1+11q. Αφού 8100−1 > 11, είναι ϕανερό ότι q ∈ N. Εποµένως υπάρχει q ∈ N,
τέτοιο ώστε 8100 = 11q+1. Το 1 είναι λοιπόν το υπόλοιπο της διαίρεσης του 8100 µε το 11.
Από τη µοναδικότητα του πηλίκου και υπολοίπου (Θεώρηµα ∆ιαίρεσης), συµπεραίνουµε
ότι το q είναι µοναδικό και ότι δεν υπάρχει p ∈ N, τέτοιο ώστε 8100 = 11p + 7.

7. Να ϐρείτε όλες τις λύσεις της γραµµικής ισοδυναµίας 5x ≡ 8 mod 12.

Απάντηση Παρατηρούµε ότι x είναι λύση της γραµµικής ισοδυναµίας 5x ≡ 8 mod 12
αν και µόνο αν υπάρχει k ∈ Z, τέτοιο ώστε 5x+12k = 8. ΄Οµως, 5 ·4+12(−2) = 8 και αν
η δυάδα x, k ικανοποιεί την εξίσωση 5x + 12k = 8, τότε το x ικανοποιεί την ισοδυναµία
x ≡ 4 mod 12. Πράγµατι

5x + 12k = 8 = 5 · 4 + 12(−2)⇒ 5(x− 4) = 12(−2− k)⇒ 12|x− 4⇒ x ≡ 4 mod 12.

Για την δεύτερη συνεπαγωγή παραπάνω, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι (5, 12) = 1.
Αντίστροφα, αν x = 4 + 12n, για κάποιο n ∈ N, τότε

5x+ 12(−2− 5n) = 5(4 + 12n) + 12(−2− 5n) = (5 · 4 + 12(−2)) + 5 · 12n− 12 · 5n = 8.

΄Αρα x ≡ 4 mod 12 δίνει όλες τις λύσεις της γραµµικής ισοδυναµίας 5x ≡ 8 mod 12.
Σηµείωση: στην προκειµένη περίπτωση, ήταν εύκολο να ϐρούµε µία συγκεκριµένη
λύση της 5x + 12k = 8. Γενικά, αν ϑέλουµε να ϐρούµε µία συγκεκριµένη λύση για την
ax + by = e (αν υπάρχει), πρώτα ϐρίσκουµε x1, x2 ∈ Z µε την ϐοήθεια του Ευκλειδείου
αλγορίκµου, τέτοια ώστε (a, b) = ax1 + bx2 και στη συνέχεια πολλαπλασιάζουµε τα x1,
x2 µε e/(a, b):

5 · 5 + 12(−2) = 1⇒ 8 = 5 · 40 + 12(−16).

Εναλλακτικά, αφού 5 · 5 ≡ 1 mod 12, συµπεραίνουµε ότι

5x ≡ 8 mod 12⇔ 5 · 5x ≡ 5 · 8 mod 12⇔ x ≡ 40 mod 12⇔ x ≡ 4 mod 12.

8. Να γράψετε τον ϕυσικό αριθµό 1 ως ακέραιο συνδυασµό των 55 και 116, χρησιµοποιώντας
τον Ευκλείδειο Αλγόριθµο.

Απάντηση 116 = 55 ·2+6, 55 = 6 ·9+1. Εποµένως 1 = 55−6 ·9 = 55−(116−55 ·2)9 =
19 · 55− 116 · 9.

9. Να αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειροι πρώτοι.

Απάντηση ΄Εστω ότι {p1, p2, . . . , pn} είναι το σύνολο όλων των πρώτων. Τότε, αφού κάθε
ακέραιος αναλύεται σε γινόµενο πρώτων (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Αριθµητικής), ο m =
p1 · · · pn+1 διαιρείται από τον pi, για κάποιο 1 ≤ i ≤ n. ΄Αρα pi|m−p1 · · · pn και άρα pi|m.
Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι το σύνολο των πρώτων είναι πεπερασµένο.
Εποµένως υπάρχουν άπειροι πρώτοι.

10. Να γράψετε τον αριθµό 123459 σε ϐάση 60.

Απάντηση 123459 = 60 · 2057 + 39, 2057 = 60 · 34 + 17, 17 = 60 · 0 + 17, άρα 123459 =
60 · (60 · 34 + 17) + 39 = 602 · 34 + 60 · 17 + 39 και 123459 = (34, 17, 39)60.


